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SEOWO WSTEPNE

Krzywa jest to dowolna linia (w tym tak linia prosta). Inaczej jest to zbiér punktéw
ptaszczyzny lub przestrzeni speta@jch okrélone rownanie.

Badaniem krzywych matematycy zajmowal giz w staraytnej Grecji. Konchoid
badat po raz pierwszy Nikodemes — matematyk grédéry zyt 200 lat przed Chrystusem,
a Cissoig - Diokleszyjacy w tym samym czasie. Krzywe te sty im do rozwazywania
stynnych probleméw geometrycznych, zmanych z podwajaniem afpsci sze&cianow
i trysekcji katow, czyli dzielenia ktéw na doktadnie trzy rowne gxi.

Prawdziwy rozkwit zwjzany z badaniem g#aych krzywych nagpit jednak
w drugiej potowie XVII i pierwszej potowie XVIII weku. Na kanwie tego ky praca
Kartezjusza ,Geometria”, w ktérej przedstawit p@igy geometrii analitycznej. Pionierskie
bylo jego spostrzesnie, ze linie na plaszcznie mana opisd za pomog réwnania
wigzacego wspoitrgdne punktu na krzywej. To zrewolucjonizowalo metodgdania
krzywych. Okazato si ze obiekty geometryczne, takie jak krzywe, 2ma bad& metodami
czysto algebraicznymi.

Nastpny wielki bodziec do rozwoju teorii krzywych nadsit ze strony nowo
powstatego rachunku xdiczkowego i catkowego, ktérego tworcami w czasactazytnych
byli Newton oraz Leibniz. Wykorzystag go, zacgto oblicz& dtugasci krzywych, pola
zamknete przez krzywe, pola powierzchni powstate z obkatzywych lub ich tukow wokot
konkretnych prostych, a ta& obgtosci figur zamkngtych tymi powierzchniami.

Badania nad krzywymi byly wielkim poligonem spdzapcym skuteczn&

i przydatnd¢ rachunku raniczkowego, rachunku catkowego oraz rowmézniczkowych.

Krzywe na plaszcznie zwane krzywymi specjalnymi mggby¢ pochodzenia
mechanicznego i l&y definiowane przez ruchu mechanizméwg ® nasgpujace grupy
krzywych:

— cykloidy (cykloida, trochoida, epicykloida, kardioida, epithoida, hipocykloida,
asteroida, hipotrochoida,

— krzywe trzeciego radu (parabola Neila, §¢ Kartezjusza, cysoida Dioklesa, strofoida),

— krzywe czwartego rzdu (konchoida, konchoida Nikomedesglimak Pascala, owal
Cassiniego, lemniskata Bernoulliego),

— spirale (spirala Archimedesa, spirala logarytmiczna, d$air&iperboliczna, pastorat,
ewolwenta okggu, klotoida),

— inne krzywe (rozeta, linia tacuchowa, traktrysa, trajektoria dwuogniskowa).

Podczascéwiczenia laboratoryjnego zostanie wykonana krzywecglna z grupy
spiral. Bedzie to ewolwenta okgu w postaci krzywej ewolwentowe].

dr inz. Krzysztof Netter

Stowo wstpne sporzdzono korzystagc z materiatow:
1. Kaczmarek B., Krzywe specjalne, Wydawnictwo Politechniki Poziakiej, Pozna 1992.
2. Strona internetowhttp://www.swiatmatematyki.pl, dostp listopad 2017 r.



1. CEL CWICZENIA
Celem ¢wiczenia jest zapoznanie si¢ z sposobem nacinania linii ewolwentowej w

uzegbieniu czotowym na frezarce sterowanej numerycznie.

2. Podstawowe okreslenia i zaleznosci linii ewolwentowej

2.1. Definicja ewolwenty — ewolwenta zwykla, skrdocona i wydluzona.

W geometrii ewolwentq nazywa si¢ kazda krzywa zakre§lona przez punkt lezacy na
prostej toczacej si¢ bez poslizgu po dowolnej krzywej zwanej ewolutq. W przypadku, gdy
ewoluta jest okrqg, ewolwenta jest tak zwana ewolwenta okregu, ktéra dla uproszczenia w
dalszej czeéci pracy bedzie zwana po prostu ewolwenta. Krzywe zakreslone przez punkt
lezacy w stalym potozeniu poza prosta toczaca si¢ po okrggu nazywa si¢ ewolwentq skroconq
oraz ewolwentq wydtuzonq w zalezno$ci od sposobu powstawania.

Proces powstawania ewolwenty zwyklej, skroconej 1 wydluzone; zostat
przedstawiony na rys.l. Podczas toczenia si¢ prostej r, po okrggu zasadniczym punkt G
zakre$la ewolwent¢ zwykla (linia przerywana), punkt W lezacy w odlegtosci — e od prostej
zakresla ewolwente wydtuzona (rys. 1a), natomiast punkt S lezacy w odlegtosci + e od

prostej zakresla ewolwente skrdocona (rys.1b).

Rys. 1. Powstawanie ewolwenty: a) wydtuzonej, b) skroconej (linig przerywang oznaczono na obu

rysunkach zwykla ewolwente)



Ze sposobu powstawania ewolwent wynikaja nastepujace wlasciwosci:

1) punkt N (rys.2) jest chwilowym S$rodkiem krzywizny ewolwenty, ktorej ksztatt
zalezy wylacznie od promienia okr¢gu zasadniczego,

2) z jednego okregu zasadniczego mozna uzyska¢ dowolna liczbe ewolwent, przy
czym odleglos¢ migdzy dwoma dowolnie wybranymi ewolwentami, mierzona
wzdluz wspolnej normalnej, jest wielkoscia stata 1 rowna odlegltosci poczatkoéw

ewolwent mierzonych po obwodzie okregu zasadniczego,
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Rys.2. Model geometryczny uzgbienia czotowego o ewolwentowej linii zgbow, przekroj ptaszczyzna
podzialowa
3) okrag zasadniczy jako ewoluta ewolwenty jest miejscem geometrycznym $rodkow
krzywizny ewolwenty,
4)  ewolwenty okregéw o réznych promieniach sa do siebie geometrycznie podobne, to
znaczy odpowiadajace sobie katy sa dla wszystkich ewolwent jednakowe, a dlugosci
odpowiadajacych sobie odcinkow, lukow, promieni itp. sa proporcjonalne do promienia

okrggu zasadniczego.

W przekladniach zgbatych zarys ewolwentowy spetnia podstawowe wymagania
stawiane w teorii mechanizmow zarysom zg¢bdw, a mianowicie zapewnia ciagto$¢ ruchu i
stalo$¢ przelozenia, czyli stalo$¢ stosunku chwilowych wartosci predkosci obrotowych obu
wspotpracujacych kot.

Uzgbienie czotowe, ktérego linia zebow jest ewolwenta zwykta, ma nastgpujace

cechy:



- ewolwentowa linia zebow jest jednoznacznie okreslona przez promien okregu
zasadniczego, zatem kierunek linii zgba w danym punkcie zalezy od odlegtosci tego
punktu od osi uzgbienia,

- glebokos¢ wrebu (wysokos¢ zeba) jest jednakowa na calej szeroko$ci wienca,

- w skojarzeniu dwoch uzgbien o przeciwnych kierunkach pochylenia linii zgbow 1
jednakowych promieniach okregdw zasadniczych wystepuje styk powierzchniowy

zebow we wszystkich fazach zazgbienia.

Roéwnania ewolwenty mozna réwniez wyprowadzi¢ z modelu geometrycznego

przedstawionego na rysunku 2.

Rys. 3. Geometryczne zaleznosci ewolwenty we wspoirzednych biegunowych

Z rysunku 3.a,b wynikaja zalezno$ci migdzy parametrami okrggu zasadniczego i
ewolwenty. Dilugos¢ tworzacej AN, (rys.3a) jest rdwna tukowi okrggu zasadniczego ZN,

opartego na kacie srodkowym «}.

Wiynika stad zalezno$¢
ZN,=rn(p, +a,)=riga, = AN, (2.1)
a dalej
¢, =tga, —a, =inva, (2.2)

gdzie inv 0y — funkcja inwolutowa.



Po uwzglednieniu zaleznosci (rys.3a)

9, =0, -a, 2.3)

Vz—l"z
D, =0, +a P N T (2.4)

Ty Ty
lub
2 2
_ Ty =71y
o, =arcigw, = arctg o (2.5)
b
a stad
p, =0, —arcigm, (2.6)
Promien krzywizny ewolwenty w punkcie A wyraza si¢ wzorem
p, =1, =1 =rsina, =riga, 2.7
Dhugos¢ promienia wodzacego oblicza si¢ z zaleznoS$ci
)
r, = (2.8)
cosa,

Roéwnania (2.2) 1 (2.8) wyznaczaja ewolwente we wspotrzednych biegunowych
(rébwniez parametrycznie z parametrem 0y). We wspolrzednych prostokatnych, ktérych
poczatek ukladu pokrywa si¢ z poczatkiem ewolwenty (Z), rOwnanie parametryczne

ewolwenty (z parametrem o5) przedstawia si¢ nastepujaco (rys.3)

Rys. 3. Geometryczne zalezno$ci ewolwenty we wspotrzednych prostokatnych [8]



X, =r,;sing, (2.9)

oraz
Y,=7,C08Q,—1, (2.10)

Po podstawieniu wartosci promienia wodzacego z rownania (1.8) do rownania (2.9) 1

(2.10) otrzymuje sig

Yo SI0Q, .11
r, cosc,

oraz
Ya 080, (2.12)
r, cosc,

Roéwnanie parametryczne ewolwenty mozna takze napisaé w innej postaci
(z parametrem @y) wynikajacej wprost z rys.1.3b
X,=rsinw,—r,m0,cos®, =r1,(Sinw, —®,cos®,) (2.13)
Y, =ro,sinw, +r,cosw, —r, =r,(cosw, —o,sinw, —1) (2.14)
Zgodnie z rys.1.3 wystarczy wyznaczy¢ potozenie dwoch punktow ewolwenty, aby
nastepnie wykresli¢ ja w cato$ci (za pomoca gotowego szablonu). Wspotrzedne tych punktow
mozna wyznaczy¢ za pomoca wzoru (2.4), wstawiajac odpowiednie wartosci promieni lub
katow. Tak np. wspotrzedne punktu lezacego na Srednicy podzialowej mozna wyznaczyc ,
obliczajac warto$¢ kata @ z rownania 2.4

180°
w =

tgor (2.15)

3. Ksztaltowanie linii ewolwentowej

3.1. Wstep
Uzgbienia czolowe o ewolwentowej linii zgba moga by¢ ksztattowane tylko metodami

obwiedniowymi. Metody te wymagaja stosowania specjalnych obrabiarek i narzedzi,

poniewaz do nacinania tej linii zgbow potrzebny jest ruch odtaczania.

3.2. Nacinanie linii ewolwentowej na frezarce CNC metoda z podzialem dyskretnym

Linie w wiencu uzg¢bienia czotowego nacinane jest metoda podziatu dyskretnego (zab
po zgbie) ze sterowaniem na drodze programowej wszystkich ruchdéw pozycjonujacych.

Sterowanie praca frezarki umozliwia ksztaltowanie szerokiego zakresu liczby zgbow i



szeroko$ci wienca oraz proste nastawianie zalezno$ci powigzan zespoldw roboczych
obrabiarki (na drodze programowej). W trakcie ksztaltowania jednego wrebu uzgbienia o
ewolwentowe] linii zg¢bdéw, uklad sterowana synchronizuje ruch obrotowy wrzeciona
przedmiotowego (stolu NC) z ruchem posuwowym. Schemat metody przedstawiono na

rysunku 4.

\%m o

Rys. 4. Zasada ksztattowania uzgbien czotowych o ewolwentowej linii zgbow na frezarce

sterowanej numerycznie metoda podziatu dyskretnego: 1 — stot obrotowy sterowany numerycznie,

2 - obrabiany wieniec, 3 — skrgtna glowica, 4 — uktad przesuwu stolu

Metoda podziatowa charakteryzuje si¢ dlugim czasem nacinania uzgbienia oraz
mniejsza doktadno$cia niz metoda z podzialem ciaglym. Ten sposob ksztattowania uzgbien

mozna jednak wykorzysta¢ do nacinania uzgbienia o matej liczbie zgbow.

3.3. Obliczenia technologiczne zwigzane z pozycjonowaniem narzedzia

- obliczenie dtugosci $ladu promienia narz¢dzia

+H!;

Rys. 5.. Rysunek pomocniczy do wyznaczenia §ladu krawedzi narzedzia



Iy :\/Vz—(’”—HOs)2 .
gdzie:
r — promien narzgdzia,

Hy — glebokos¢ wrebu.

Obliczenie poczatkowego polozenia narz¢dzia w osi Z

Rys. 6. Model pomocniczy do obliczenia potozenia narzgdzia na poczatku i koncu obrébki

e =\ R ~(ag =1, 1, (32)
gdzie:
R; — wewngtrzny promien wiefica,
a, — odlegtos¢ osi narzedzia od osi uzgbienia,

lw, — dobieg (ok. 1,5 mm).

- Obliczenie potozenia w osi Z, w ktorym zakonczy si¢ obrobka (wylaczenie

obrabiarki)

lkz = \/Rez —(ap - rn)z —ly; (3.3)
gdzie:

l4; — wybieg narzedzia (okoto 1,5 mm).



2.4. Obliczenia zwigzane z tworzeniem ewolwenty

- obliczenie kata obrotu ¥, zwiazanego z odtaczaniem ewolwenty
Z zaleznoSci:
Al =R, -y, (3.4)

gdzie ¥ - kat w mierze lukowej

.y 2r y-r&
= == 3.5
v 360 180 (3-)
stad
y-z
Al, =R, -——, 3.6
T (3.6)
po przeksztalceniu otrzymujemy
180- Al
Yo =—""—"- (3.7)
7 R,

Przemieszczajac narzedzie i wieniec uzebienia czotowego, wedtug zaleznosci opisane;j
rownaniem 3.7, mozna nacia¢ linie ewolentowa. W trakcie ksztaltowania linii narzedzie
znajdujace si¢ w odlegtosci a, od osi uzgbienie, 1 przemieszcza si¢ stycznie do okregu
tocznego Ryp (1ys.6.). Przemieszczeniu narzgdzia (ruch liniowy) o wartos¢ A/, odpowiada

obrét wienca o kat w7, (wzor 3.7).

3.4. Stanowisko badawcze

Frezarka CNC typu FYN-50Nd, wyposazona jest w stot obrotowy sterowany
numerycznie z uktadem sterowania typu TNC 407 firmy Haidenhain. Sterownik Haidenhain
407 umozliwia jednoczesna interpolacje w trzech osiach (liniowa lub kotowa w przestrzeni
trojwymiarowej). Sterowanie obrobki zarysu odbywa si¢ z cyfrowym sterowaniem
predkoscia. Serwonapedy w kazdej osi sa ukladami regulacji potozeniowej, sterowanymi
sygnatami uchybu. Posuwy w osiach X, Y, Z 1 A realizowane sa przez cztery niezalezne
silniki AC sterowane impulsowo. Napgd wrzeciona wyposazony jest w uklad bezstopniowej
regulacji predkosci. Prowadnice zespotow roboczych wytozone sa wyktadzinami z tworzywa
sztucznego (turcite) o niskim wspotczynniku tarcia. Frezarka posiada uklad centralnego
smarowania, zapewniajac optymalne smarowanie prowadnic itocznych $rub pociagowych.

Na wrzecionie frezarki zamocowano czujnik obrotowo-impulsowy, ktorego sygnatly
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przesytane sa do ukladu sterowania obrabiarki, co umozliwia sterowanie wrzecionem
narzedziowym jako obrotowej osi (C).

Na tarczy stolu NC zamocowany jest pier§cien, w ktorym begdzie nacinana linia
ewolwentowa. We wrzecionie frezarki CNC zamocowane jest narzedzie jednoostrzowe,

ktorym bedzie nacinana linia ewolwentowa.

Program sterujacy pracg obrabiarka

Ponizej przedstawiono program, oblicza kolejne punkty przemieszczen narzgdzia i stotu
obrotowego z obrabianym wiencem a nast¢pnie przemieszcza do nich zespoty robocze.
Obliczenia 1 przemieszczenia zespoldw roboczych obrabiarki znajduja si¢ w petli iteracyjne;.
Po kazdorazowym obliczeniu warto$ci przemieszczenia nastgpuje przesuw zespotow
roboczych do zadanego punktu kolejnego potozenia. Proces ksztattowania rozpoczyna si¢ od
przemieszczenia do potozenia poczatkowego (wstepne pozycjonowanie). Po nacigciu wrebu

na calej szerokosci wienca, narzedzia odsuwa od stotu NC

BEGIN PGM EWOLWENTA MM

TOOL DEF1 R 20 DEFINICJA NARZEDZIA — R- promien narzedzia w mm

TOOL CALL 1 Z 1200

Q1 =80 SREDNICA ZASADNICZA (ewolwenty) - D, [mm]
Q2=70 SREDNICA WEWNETRZNA pierscienia - D;[mm]

Q3 =100 SEDNICA ZEWNETRZNA pierscienia - D, [mm]
Q4=0,5 GLEBOKOSC wrebu - Hy [mm]
Q5=120 LICZBA ZEBOW KOLA PLASKIEGO -z

Q6=Q1/2 Odlegtos¢ osi slimaka od osi uzgbienia -a,

Q8 =360/Q5 PODZIALKA katowa na 1 wrab (obrot uzgbienia odpowiadajacy

przemieszczeniu narzedzia o p ) elementarny obrot stotu - W [°]

Q15=(Q1*r)/ Q5 JEDNOSTKOWY KAT W MIERZE LUKOWE] (podziatka normalna) -

p (odpowiada obrotowi uzebienia o kat 360/z)

Ql4=0 Potozenie poczatkowe stotu obrotowego

FNO0 Q16 =10 Potozenie POCZATKOWE W OSI Z
FNO0 Q17 = 100 Potozenie KONCOWE W OSI Z

L AQl14ROFMAX

LZ Q16 RQ F MAX Przemieszczenie do potozenia poczatkowego w osi Z
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LY Q6 RQ F500 Przemieszczenie do potozenia poczatkowego w osi Y
Q20=0QI16 Zmienna pomocnicza wykorzystywana w petli do sprawdzania

warunku ukonczenia procesu nacinania 1 wrgbu

Q21=Q14

LBL1 Etykieta

LX 4 RQF MAX M3 Przemieszczenie do punktu poczatkowego w X ( glebokos¢ wrebu)
LBL2

L 1Z Q15 TAQ8 F300 KSZTALTOWANIE ewolwenty (stof NC z wieficem obraca si¢ o

kat QS a o$ liniowa wykonuje przemieszczenie rowne dtugosci tuku
okregu zasadniczego opisanego katem Q8 — zasada odwijania nici)

Q20 = Q20 + Q15

FNI2IF Q20 LT Q17 GOTOLBL2  PETLA - wykonywanie programu az do zakonczenia
ksztaltowania jednego zgba skok do etykiety LBL2 jesli

narzgdzie nie wyjdzie z obrabianego wienca

Q21 =Q21 +Q8 Obliczenie kolejnego potozenia tarczy stotu obrotowego NC z
uzebieniem

LX -4 RQ F 2000 ODJAZD NARZEDZIA OD OBRABIANEGO WIENCA PO
WYKONANIU 1 ZEBA

LZ Q18 A Q21 RQ F MAX Pozycjonowanie w polozenie poczatkowe osi Z oraz tarczy
stotu NC w pozycje do nacinania kolejnego wrebu

CALLLAB1 REP119/119 nacinanie kolejnych zgbow — w sumie 1+ 119 = 120

LX-30 RQ F MAX M2 KONIEC NACINANIA UZEBIENIA

END PGM SPIROID MM

Powyzszy program zostat napisany z wykorzystaniem programowania z parametrem Q.
Umozliwia on ksztattowanie dowolnego uzgbienia o ewolwentowej linii zgbdéw przez
wprowadzenie odpowiednich parametrow obrabianego uzgbienia (parametry Q od 1+5 1 16-

17), oraz liczby nacinanych wrgbow REP ... pomniejszonych o 1.

4. PRZEBIEG CWICZENIA

Na stanowisku badawczym nalezy nacia¢ wreby o ewolwentowej linii o réznych

okregach zasadniczych.
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Na podstawie: srednicy zasadniczej (okrggu tocznego z ktorego otaczana jest ewolwenta),

promieni pier§cienia (wewngtrznego R; 1 zewngtrznego R.), gtebokosci wrebu (np.: 0,2 mm)

oraz promienia narzedzia (» = 19 mm).nalezy:

dokona¢ pomiaro6w wienca, w ktorym bedzie nacinana linia ewolwentowa,
zamocowac wieniec na tarcz stotu NC

obliczy¢ poczatkowe 1 koncowe potozenie narzedzia,

wprowadzi dane parametry uzgbienia i obliczone wielko$ci do programu obrabiarki,

ustali¢ punkt zerowy nacinanego uzgbienia wedtug instrukcji znajdujacej si¢ przy
obrabiarce,

przeprowadzi nacinania wrgbu o ewolwentowej linii zgbow, (PO SPRAWDZENIU
POPRAWNOSCI I USTAWIENIA PRZEZ PROWADZACEGO).

5. SPRAWOZDANIE

Sprawozdanie powinno zawierac:

temat oraz dat¢ wykonania ¢wiczenia, oznaczenie grupy;

nazwisko osoby wykonujacej ¢wiczenie;

cel ¢wiczenia;

schemat stanowiska badawczego (pogladowy szkic 3D);

opis wykonywanych czynnosci;

wypetniona karta z programem 1 obliczeniami pomocniczymi — dotaczona do
instrukcji

whnioski.

Przykladowe pytania kontrolne:

1. Co to jest ewolwenta?
2. Jakie sa rodzaje ewolwent?
3. Wymien wlasciwosci ewolwenty.
4. Wymien wlasciwosci uzgbienia o ewolwentowej linii zgbow.
Literatura
1. Grajdek R.: Uzebienia czotowe. Podstawy teoretyczne ksztaltowania i nowe
zastosowania. Wydawnictwo Politechniki Poznanskiej, Poznan, 2000 r.
2. Miiller L.: Przektadnie zgbate — projektowanie, 1996 r.



BEGIN PGM EWOLWENTA MM
TOOL DEF 1 LOR 20
TOOL CALL 1 Z 1200

Q1 =
Q2 =
Q3 =
Q4 =
Qs =
Q6 =Q12

Q8 =360/Q5

Q15=(Q1*m)/ Q5
Q14=0

FNO Q16 =

FNO Q17 =

L A Q14 RO F MAX

LZ Q16 RQ F MAX

LY Q6 RQ F500
Q20=0Q16

Q21=0Ql4

LBLI

LX 6 RQ F MAX M3
LBL2

L1Z Q15 IA Q8 F300
Q20 = Q20 + Q15

FNI12 IF Q20 LT Q17 GOTO LBL2
Q21=Q21 +Q8

LX -4 RQ F 2000

LZ Q18 A Q21 RQ F MAX
Q20=Q20+Q21

Q13=Q8

CALLLAB1 REP
LX-30 RQ F MAX M2
END PGM SPIROID MM
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liczba wrebow

- Dy [mm]
- Di[mm]
-D, [mm]
- Hy [mm]

- a4 [mm]

-1y,

-1y,
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Obliczenia pomocnicze

obliczenie dtugosci §ladu promienia narzedzia

@
_ _’;g/; o

+E/; Ho

=‘.._

>

(3.1)
gdzie:
r= mm promien narzedzia - patrz program
Hy= mm

. - obliczenie poczatkowego polozenia narz¢dzia w osi Z
Lz =\R? ~(ag + 1, 1y
R;= mm Qo = mm Ly, = 1,5 mm
Ly, =

obliczenie potozenia w osi Z, w ktorym zakonczy si¢ obrobka (wylaczenie
obrabiarki)

2 2
Iz :\/Re —(ag—1,)" +ly;
li; = 1,5 mm.

lkz -



